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Die Anwendung des erweiterten Korrespondenzprinzips zur Berechnung unbekannter thermischer Daten 
setzt die Kenntnis der kritischen GroOen des betreffenden Stoffes voraus. Auf die Moglichkeit der Be- 
stimmung des kritischen Druckes, zugleich mit dem kritischen Parameter (aus zwei Punkten der Dampf- 
druckkurve), sowie des kritischen Volumens (aus einem MeOwert fur die Flussigkeitsdichte) bei bekannter 
kritischer Temperatur wurde bereits fruher (Teil I bzw. I I )  hingewiesen. Nun wird gezeigt, daO sich ohne 
Verwendung weiterer MeOergebnisse auch die bisher schwer zugangliche kritische Temperatur mit verhalt- 
nismaOig groi3er Genauigkeit ermitteln lafit, wenn man die Abhangigkeit des kritischen Koeffizienten 
vom kritischen Parameter berucksichtigt. Ein graphisches Verfahren erleichtert die praktische Durchfuh- 
rung dieser Bestimmung und gestattet, auch andere gemessene Daten fur den gleichen Zweck auszuwerten. 

Einfuhrung 
Im Jahre 1873 gelang es erstmalig J .  D. van der Waals, das 

cigentumliche Verhalten der  Gase bei und unterhalb der kriti- 
schen Temperatur theoretisch zu deuten, indem er in das ideale 
Gasgesetz p V  = RT ( p  Druck, V Molvolumen, R universelle 
Gaskonstante, T absolute Temperatur) zwei neue Glieder ein- 
fdhrte, durch welche die Wirkung der  Anziehungskrafte und des 
Eigenvolumens der Molekeln berucksichtigt wurden. Die Kon- 
stanten a und b i n  s'einer Zustandsgleichung (p+a/V*) (V-b) = RT 
sind fur jeden Stoff verschieden und miissen jeweils empirisch 
ermittelt werden. Man kann sie beispielsweise aus den kritischen 
Daten Tk, pk und Vk des betreffenden Stoffes beredmen. Fuhrt 
man die sich dabei ergebenden Ausdrucke fur a und b in die 
van der Waalssche Gleichung ein und bezeichnet man die auf 
die kritischen Daten bezogenen .reduzierten" ZustandsgroRen 
mit 6 = T/Tk, gz = p / p k  und cp = V/Vk, so erhalt man fol- 
gende Beziehung: (n -I- 3/pz) (3 q-1) = 8 6. Darin treten also 
statt der  individuellen GroRen a und b der ursprunglichen Glei- 
chung die universellen (d. h. fur alle Stoffe ubereinstimmenden) 
Konstanten 3 und 8 auf. 

Diese reduzierte van der Waalssche Zustandsgleichung wird 
im Schrifttum haufig schon als das Theorem der ubereinstimmen- 
den Zustand'e bezeichnet, wodurch der Eindruck entsleht, als 
wenn darin ein neuer physikalischer Sachverhalt zum Ausdruck 
kame. Das ist naturlich nicht der Fall. Die Einfuhrung der kriti- 
schen Dafen statt der ursprunglichen Konstanten a und b stellt 
lediglich eine rein formale MaBnahme dar, und beide Gleichun- 
gen sind tatsachlich identisch. Die reduzierte Gleichung stimmt 
daher quantitativ ebenso schlecht mit der Erfahrung iiberein wie 
die ursprungliche. Fur den kritischen Koeffizienten K=RTk/PkVk 
ergibt sich beispielsweise der Wert  8/3, wahrend die Erfahrung 
meist Werte zwischen 3,6 und 3.9 liefert. 

Wenn auch die spezielle van der Waalssche Form der redu- 
zierten Zustandsgleichung nicht zutrifft, so konnte man doch 
vermuten, daB es irgendeinen anderen, zunachst unbekannten 
Zusammenhang zwischen den reduzierten ZustandsgroOen gibt: 
F (v, 6, n) = 0, d,er universe11 gilt. Diese gegenuber der redu- 
zierten van der Waalsschen Gleichung wesentlich allgemeinere 
Behauptung bildet den Inhalt des Theorems der ubereinstimmen- 
den Zustande. Uber die Form der Funktion F wird darin nichts 
gesagt. Es ware sogar moglich, d a 5  sie sich iiberhaupt nicht durch 
einen geschlossenen analytischen Ausdrudc wiedergeben IaRt. 

Wenn e s  einen solchen universellen Zusammenhang gabe, so 
konnte man ihn in jedem Fall rein empirisch dur& Untersuchung 
eines beliebigen Stoffes ermitteln und in Form von Tabellen 
oder Diagrammen darstellen. Damit lieBen sich dann umgekehrt 
fur jeden anderen Stoff, dessen kritische Daten bekannt sind, 

*) Vorgetragen anlaOlich der  Tagung des  VDI-Ausschusses fur 
Warmeforschung am 18. Oktober 1954 in Graz, vgl. diese Ztschr. 
26, 701 [1954]. Teil I, 11, 111 und IV: Diese Ztschr. 26, 83, 259 u. 
679 119541 bzw. 27, 209 119551. 

alle mit der thermischen Zustandsgleichung zusammenhangenden 
GroRen (wie die Flussigkeits- und Gasdichte, die Dampfdruck- 
kurve cder die Verdampfungswarme) berechnen, so dab die  miih- 
same und kostspielige experimentelle Bestimmung dieser Eigen- 
schaften fur die zahllosen verschiedenen Verbindungen uber- 
flussig ware. 

Dieses Theorem wird der Erfahrung vie1 besser gerecht als 
die van der Waalssche Gleichung, d a  es  die Zahlenwerte selbst 
no& offen laRt, so daD diese den MeRergebnissen angepaRt 
werden konnen. Beispielsweise wird fur den kritischen Koeffi- 
zienten nur behauptet, daB er fur verschiedene Stoffe iiberein- 
stimmt, was wenigstens angenahert zutrifft, wahrend die van der 
Waalssche Gleichung dafiir auch no& den (vollig falschen) Zah- 
lenwert 8/3 liefert. 

Eine genauere Nachpriifung zeigt allerdings, daB das Theorem 
in dieser Form der Erfahrung nicht gerecht wird, wie man schon 
an den verschiedenen empirischen Werten des kritischen Koeffi- 
zienten erkennt. Wenn man den reduzierten Dampfdruck in Ab- 
hangigkeit von der r'eduzierten Temperatur auftragt, so miiRte 
sich nach dem Theorem fur alle Stoffe eine einziqe Kurve er- 
geben. Tatsachlich erhalt man jedoch fur nicht assoziierende 
Stoffe eine in guter Annaherung einparametrige Kurvenschar, 
d. h., die fur einen bestimmten Stoff giiltige Kurve la5t sich 
durch eine einzige, fur diesen Stoff charakteristische Zahl, den 
Parameter der Kurve, kennzeichnen. Es erscheint zweckmaiaig, 
hierfur den Wert  der  logarithmischen Ableitung der Dampfdruck- 
kurve bei der kritischen Temperatur: ak = (d lg p/d Ig T)s zu 
verwenden. Nur solche Stoffe, fur die dieser ,,kritische Para- 
meter" denselben Wert  hat, besitzen eine ubereinstimmende 
reduzierte Dampfdruckkurve im Sinne des ursprunglichen Theo- 
rems, und der Unterschied der ali-Werte zweier Stoffe ist ein 
exaktes Man fur die Abweichungen von diesem Gsesetz. 

Nun liegt die Vermutung nahe, daR diese aus der Dampf- 
druckkurve zu bestimmende GroBe auch die Abweichungen fur 
andere reduzierte Eigenschaften charakterisiert, und daR sich 
das  Theorem allgemein durch die Einfiibrung von zk (formel- 
maBig dargestellt durch F (p, 6, n, ak) = 0) zu einem mit der 
Erfahrung im Einklang stehenden Naturgesetz verallgemeinern 
lafit. 

In den ersten vier Teilen dieser Veroffentlichungsreihe wurdc 
gezeigt, daR diese Vermutung fur nicht assoziierende Stoffe tat- 
sachlich weitgehend zutrifft. Auf Grund vorliegender MeRergeb- 
nisse wurden Formeln und Tabellen aufgestellt, die eine unmit- 
telbare Auswertung dieser Uberlegungen zur Berechnung ver- 
schiedener, praktisch wichtiger thermischer Eigenschaften gestat- 
ten, wenn die kritischen Daten des betreffenden Stoffes bekannt 
sind. I n  vorliegenden Teil wird gezeigt, daR es moglich ist, auf 
Grund dieser Zusammenhange noch nicht gemessene kritische 
GroRen aus anderen vielfach bekannten MeBwerten mit genugen- 
der Genauigkeit zu berechnen, wodurch der  Anwendungsbereich 
dieser Betrachtungen wesentlich erweitert wird. 
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Das Rechenverfahren 
Fur einen nicht assoziierenden Stoff, dessen kritische 

Daten zu bestimmen sind, sollen zwei genaue Dampfdruck- 
messungen bei beliebigen, nicht zu eng benachbarten 
Temperaturen vorliegen: pi [mm Hg] zu TI ["K] und p2 
zu T,. Wir schatzen zunachst die kritische Temperatur T ,  
roh ab, (beispielsweise aus dem normalen Siedepunkt T, 
mit Hilfe der additiv beredneten') Guldbergschen GroRe 
0, = T,ITk oder aus dem Ausdehnungskoeffizienten der 
Flussigkeit (Teil 11, Tab. 7)) und berechnen die zu T, und 
T ,  gehorigen reduzierten Temperaturen 9, bzw. 6,. 

Nun wenden wir unsere Dampfdrudcformel (Teil I, 
G1. (5)) auf die beiden MeRpunkte an und erhalten mit 
den Abkiirzungen @, = @ (6,) usw. folgende Gleichungen: 

IgPk = Igp, + @* + ( a k - 7 )  Y2 ( la)  
Darin sind die' &Funktionen @ und Y aus Teil I,  Tab. 1 
bzw. 2 zu entnehmen, so daR die beiden Unbekannten pk 
und a,< berechnet werden konnen. Man erhalt zunachst: 

und damit weiter lg pk nach G1. (1) 
Ohne Heranziehung weiterer Daten konnen wir aus 

Tk, pk und ak au& schon das kritische sowie das Null- 
punktsvolumen bestimmen, denn mit Hilfe unserer Glei- 
chung fur den kritischen Koeffizienten (Teil 111, GI. (1)) 
erhalt man sofort: 

(3) 

. E  (4) I 

v,, = Vk. 2 5 .  = ~~ Tk 
Yo ph 

wobei die vom kritischen Parameter abhangigen Glieder 
in der GroRe E zusammengefafit wurden, fur die sich nach 
Teil 11, G1. (2) folgender Ausdruck ergibt: 

E = R /  [3,72 + 0,26 (ak-7)] [3,78 + 0,2 (ak-?)] (5). 
Zur Erleichterung der Berechnung von VO nach G1. (4) 

wird der Faktor E in Tab. 1 fur runde ak-Werte (zwischen 
denen linear interpoliert werden kann) zahlenmaRig 
wiedergegeben. Die universelle Gaskonstante R wurde 
dabei gleich 82,l cm3. Atm/Mol. "C gesetzt, so daR sich V, 
in cm3/Mol ergibt, wenn man den kritischen Druck in Atm 
einsetzt. 

T a b e l l e  1 .  E n a c h  G1. (5) i n  A b h a n g i g k e i t  
v o m  k r i t i s c h e n  P a r a m e t e r  ak 

4 5 6 7 1  8 1  9 1 1 0  

5,36 5,301 5,24 5 , i s  

6,891 6,801 6,711 6,62 
6,06 5,98 5 9 1  5,84 

Wenn nun noch ein MeRwert fur die Flussigkeits- 
dichte y des betreffenden Stoffes bei einer beliebigen 
Temperatur vorliegt, so laRt sich das Nullpunktsvolumen 
VO = M / y ,  auch aus diesem rnit Hilfe von Teil 11, Tab. 1 
berechnen, wenn Tk als bekannt angenommen wird. 

Fur einen Stoff, der dem erweiterten Korrespondenz- 
prinzip gehorcht, mussen die beiden nach G1. (4) bzw. aus 
der Dichte bestimmten Werte fur VO naturlich uberein- 
stimmen, vorausgesetzt, daR der fur die kritische Tem- 
peratur eingesetzte Wert richtig ist. Wenn man T ,  nur 
roh abschatzt, wird man im allgemeinen zunachst zwei 
verschiedene Vo-Werte erhalten und mu8 nun Tk so lange 
variieren, bis Vo ubereinstimmend herauskommt. Es han- 
delt sich bei diesem Verfahren also um die Auflosung von 
vier Gleichungen rnit den Unbekannten T,, pk,  ak und VO 
durch schrittweise Annaherung, wobei es  im allgemeinen 
geniigt, die geschilderte Rechnung fur drei Tk - Werte 
durchzufiihren. 

Es laRt sich leicht einsehen, daR die gewonnenen kri- 
t i s l e n  Temperaturen verhaltnismaRig genau sein mussen, 
wenn man von zuverlassigen MeRwerten ausgeht und der 
hetreffende Stoff unsern Gleichungen mit einer Genauig- 
keit von etwa 2O/o geniigt, was, wie die Erfahrung zeigt, 
im allgemeinen fur nicht assoziierende Substanzen zutrifft. 
Da ak = ( T  dpfp dTjk das Verhaltnis der relativen Druck- 
iinderung zur entsprechenden Temperaturanderung am 
kritischen Punkt angibt, gehort zii einem Fehler von 2010  

im kritischen Druck ein etwa siebenmal kleinerer Fehler 
in T,, was bei normal siedenden Flussigkeiten einer Ab- 
weichung von nur etwa 2 bis 3°K entspricht. Praktisch 
wird diese Genauigkeit allerdings nur erreicht, wenn sehr 
sorgfaltige Dampfdruckmessungen zur Verfugung stehen. 

Anwendungsbeispiele*) 
Fur Phosgen, COCl,, rnit dem Molekulargewicht M = 98,92 

wurde der Dampfdruck bei - 45,78 'C (T,  = 22?,38 O K )  zu 
p1 = 54,67 mm Hg bestimmt, wahrend der normale Siedepunkt 
(P2 = 760 mm Hg) bei ?,56 'C (T2 = 280,72 OK) liegt. Die Flussig- 
keitsdichte bei 20 'C betragt y = 1,3714 g/cm3. Aus diesen MeR- 
daten sollen die kritischen GroDen berechnet werden. 

Zunachst brauchen wir einen Naherungswert fur die kritische 
Temperatur. Die einfache Guldbergsche Regel liefert: 

Tk = 280,?2/0,64 = 439°K. Wir wollen daher von Tk = 440°K 
ausgehen. Damit erhalten wir fur die zu den Dampfdruckmessun- 
gen gehorigen reduzierten Temperaturen: 6, = 0,5168 und 

= 0,6380. Unter Benutzung von Teil I, Tab. 1 und 2, liefert 
G1. (2): 

Uk = ? f (2,881-1,?38-2,825 + 1,660)/(0,539-0,286) = 6.91 
und damit weiter na& GI. ( la) :  

lg pk 12,881 + 1,660-0,09 * 0,286 zz 4,515 
o*der pic = 32 730 mm Hq = 43,l Atm. 

Zu ak = 6,91 gehort nach Tab. 1 der Wert E = 5,90, womit 
sich nach GI. (4) das Nullpunktsvolumen zu V0=440. 5,90/43.1= 
60,2 cm3/Mol ergibt. 

Andererseits erhalt man aus der gemessenen Di&te bei 
20°C (entsprechend 6 = 0,666) mit Hilfe van Teil 11, Tab. 1 die 
Nullpunktsdichte yo  = 1,3714/0,694 = 1,9;G g/cms und das  
Nullpunktsvolumen V, = M / y ,  = 98,92/1,9?6 = 50,O cm3/Mol, 
also einen betrachtlich kleineren Wert, woraus zu schlieaen ist, 
daD die wahre kritische Temperatur wesentlich hoher liegt als 
der benutzte Naherungswert. 

Wir fuhren daher dieselbe Rechnung no& einmal fur 
Tk = 460 OK durch und erhalten damit vollig analog fur das 
NullpunktsvoIumen Vo = M/y, = 98,92/1,9?6 = 50,O cmS/Mol, 
also diesmal eine Abweichung nach der anderen Seite. Durch 
lineare Interpolation ermitteln wir nun die kritische Temperatur, 
bei der die Abweichung angenahert verschwinden sollte, zu 
Tk = 455 "K. Die zur Sicherung gegen Rechenfehler stets zu 
empfehlende Nachpriifung liefert fur diesen Wert: ak = 6,72; 
p k  = 54,3 Atm; sowie V, = 50,6 bzw. 50,9 cm3/Mol, also tat- 
sachlich Ubereinstimmung innerbalb der hier erwunshten Ge- 
nauigkeitsgrenzen. Die kritische D.ichte berechnen wir aus der 
Nullpunktsdidte 7, = M/V, = 98,9/50,8 = 1,945 g/cm3 mittels 
Teil 11, Tab. 2 zu yk = yo  * 0,269 = 0,523 g/cms. Als experimen- 
telle Werte werden angegebens): Tk = 454,9 OK; p k  = 55,3 Atm 
(direkt gemessen) bzw. 55,G Atm (extrapoliert aus der Dampf- 
druckkurve); sowie yk = 032 g/cm3. 

In derselben Weise wurden auch die kritischen GroRen 
zahlreicher anderer Stoffe berechnet und mit den experi- 
mentellen Daten verglichen. Tab. 2 enthalt in den ersten 
5 Spalten die erforderlichen MeRwerte fur den normalen 
Siedepunkt und einen weiteren Punkt der Dampfdruck- 
kurve, sowie einen Wert fur die Flussigkeitsdichte. 
Daneben stehen die berechneten und in den letzten drei 
Spalten die gemessenen kritischen Daten3). Der Vergleich 
zeigt, daR die zu erwartende hohe Genauigkeit dieses 
Abschatzungsverfahrens bei mit Sicherheit n i d t  assoziie- 
renden Stoffen tatsachlich erreicht wird. Bei Molekeln mit 
groRem Dipolmoment (Tab. 2, Nr. 12, 17, 21) mu8 man 
allerdings mit gewissen Abweichungen rechnen. In eini- 
gen anderen Fallen (Nr. 11, 23 und 25) sind die Unter- 
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h c l l e  2 .  N a c h  d e m  e r w e i t e r t e n  K o r r e s p o n d e n z p r i n z i p  b e r e c h n e t e  u n d  g e m e s s e n e  
k r i t i s c h e  D a t e n  n i c h t  a s s o z i i e r e n d e r  S t o f f e  

Temp. t ["C] 

p berechnet 
[ata] gemessen 

ston 

-60' -30' 0' 30" 

0,074 0,411 1,481 4,005 
0,074 0,409 1,479 4,013 

Stickstoff. . . . . . 
Phosphorwasserstoff . 
Schwefeldioxyd . . . 
Zinntetrachlorid . . . 
Methan. . . . . . . 
2,2,4-Trimethylpentan 
Propylen . . . . . . 
Methylcyclopentan. . 
Tolnol . . . . . . . 
Diphenylmethan. . . 
Saphthalin . . . . . 
.'ithylchlorid . . . . 
tr-l)ichlorathylen . . 
1,l ,?-Trifliior- 

1 .2,'&trichloriithan 
Dimethyllither . , . 
Phenetol . . . . . . 
.(thylenoxyd . . . . 
lthylpropionnt . . . 
Phosgrn , . . . . . 
Trimethylaoiin . . . 
.\thylamin . . . . . 
Dimethylorthotoluidin 
f yridin . . . . . . . 
Mrthylmercaptan . . 
Schwefrlkohlenstoff , 

Thiophen. . . . . . 

Siedc- 
punkt 

t s  
I"C1 

-195,Sl 
- 87,5 
- 10,Ol 

114,11 
-161,3i 

99,24 
- 47.75 

71,89 
110,62 
264,72 
217,95 

12,28 
4i ,66 

1i ,68 
- 2 4 3 2  

li0,OO 
10,50 
99JO 

7,56 
2,87 

16,50 
184,7 
115,50 

5,96 
46,2i  
84 I2 

Dsmpfdruck 

I ,  
"CI 

- 210,02 
-115,15 
- 50,5 i  

50,OO 
-181,Yi 

37,61 
- 93.21 

10,85 
48,Xi 

217,54 
133,i2 

- 35,44 
- i ,29 

- ;,lo 
- 66,26 

98,94 
- 38,24 

40,OO 
- 45,iS 
- 41.78 
- 29,79 

118,l 
54,33 

-- 51,28 
- 8,30 

2 5 9 5  

P, 
mm Hg] 

9 4 , s  
1 3 5 3  
83.5 
i9,XO 
94,2 
87,72 
5 2 3 2  
72, l  
8 i , i 5  

242,49 
71,2 
82,35 
75, i  

iS,kl 
8 i  80 
i5,86 
69.68 
77,90 
54,67 
94,12 
74,s 

100,o 
8 5 2  
41,13 
85.7 
i9 ,S 

Fliissigkeitsdich te 

t 
l3C1 

-195,j l  
- no,o 
- 10,o 

20,o 
-161,R 

20 > 
- 4T, i5  

20,0 
P 0 , O  
26,O 
85,O 

0,o 
?O,O 

0,o 
0,2 

20.0 
08 

20,o 
20,o 

- 5,O 
0,o 

20 0 
c j  
0,o 

20,o 
20,o 

_- 

schiede zwischen den berechneten und gemessenen GroDen 
moglicherweise auch auf fehlerhafte MeRwerte zuriidc- 
zufuhren. Ferner ist noch zu bemerken, daR bei der Berech- 
nung der in Tab. 2 zusammerigestellten Beispiele auDer 
dem normalen Siedepunkt, dsr meist hinreichend sicher 
bekannt ist, immer nur eine weitere Dampfdrudunessung 
beriicksidntigt wurde. Wenn diese zufallig etwas starker 
abweicht, erhalt man naturlich falsche Ergebnisse. Es ist 
daher zu empfehlen, noch weitere MeRpunkte (evtl. auch 
von verschiedenen Beobachtern) zur Abschatzung der kri- 
tischen Daten heranzuziehen oder wenigstens die zunachst 
erhaltenen Werte zu prufen, indem man damit den Dampf- 
druck bei anderen Temperaturen berechnet und mit den 
MeRwerten veryleicht. 

In diesem Zusammenhang verdient schlieRlich n o d  
folgender Gesichtspunkt Beacbtung. In vielen praktischen 
Fallen wird man die kritisdnen GroRen nur brauchen, um 
damit andere unbekannte Eigenschaften bei tiefen Tem- 
peraturen abshatzen zu konnen. Es spielt daher keine 
Rolle, wenn die berechneten kritischen Daten nicht gapz 
richtig sind. Man wird vielmehr genauere Ergebnisse 
erhalten, wenn man mit Hilfe unserer Gleichungen aus 
MeRwerten bei tiefen Temperaturen die kritischen Daten 
(moglicherweise fehlerhaft) bestimmt und mit diesen dann 
die gesuchten GroDen (wieder bei tiefen Temperaturen) 
berechnet, als wenn man die wahren kritischen GroDen 
verwendet.Denn im ersten Fall werden si& die bei der 
Berechnung der kritischen Daten aus den MeRdaten ent- 
stehenden Fehler durch den folgenden umgekehrten SchluR 
zum groRen Teil kompensieren. Folgendes Beispiel zeigt 
einen praktischen Fall, bei dem dieser Gesichtspunkt 
in Betracht kommt. 

In einer umfangreichen Experimentalarbeit bestimmte der 
Verfasser4) vor langerer Zeit die zur Berechnung der Dampf- 
tafel fur das Kaltemittel CH, . CF,Cl erforderlichen thermischen 
und kalorischen Eigenschaften in dem gesamten kaltetechnism 
interessierenden Temperaturbereich. Wir wollen nun annehmen, 
daB auDer dem normalen Siedepunkt (t8 = -9,Zl "C) nur no& 
der Dampfdruck bei t, = -50,18 'C zu 101,l mm Hg, sowie die 
Flussigkeitsdichte bei --20,3 OC zu  1.217 g/cm3 gemessen worden 
sei. Die Aufgabe lautet, aus diesen Daten rnit Hilfe des eiwei- 
terten Korrespondenztheorems die Dampfdrudskurve, die Ver- 
dampfungswarme und die Sattigungsvolumina fur den flussigen 
und den Gaszustand in dem gesamten Temperaturbereich zwi- 
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/ 
Wm31 

0,812 
0,746 
1.458 
"226 
0,424 
0,692 
0,610 
0,749 
0,867 
1,001 
0,975 
0,924 
1,255 

1,621 
0,690 
0,965 
0,897 
0,890 
1,371 
0,662 
0,706 
0,929 
1,003 
0,896 
1,263 
1,064 

Kritisehe Daten 
berechnet 

T r  
I"KI 

127 
327 
432 
5x9 
193 
544 
366 
534 
596 
i 6 9  
758 
465 
520 

486 
402 
650 
479 
544 
455 
434 
450 
663 
619 
471 
562 
577 

Pk 
LAtml 

34,2 

78,9 

46,9 

63,5 

3 6 3  

24,fi 
46,O 
37,2 
41,G 
28,l 
41,s 
54, i  
54,O 

32,t 
52,8 
33,9 
79,3 
33,O 
54,3 
40.3 
53,s  
29,9 
56.4 
73,1 
79,o 
56,2 

Y k  

I~lcm"1 

0,314 
0,2i9 
0,530 
O,i44 
0,162 
0,236 
0,230 
0,263 
0,291 
0,317 
0,321 
0,337 
0,450 

0,570 
0,269 
0,304 
0,324 
0,296 
0,523 
0,245 
0,251 
0,291 
0,241 
0,333 
0,454 
0,366 

- 
T k  

LORI 

126,O 
324,5 
430,i 
551,9 
190,3 
544,3 

532,s 
593,8 
i i 0 , 2  
i51 , i  
160,4 
516,5 

487,3 
400,l 
647,2 
469,O 
546,l 
454,Q 
4333  
456,4 
668,O 
617,4 
470,O 
550,l 

364,6 

575,9 
- 

Kritisehe U.iteir 
gemessen 

[Atml 

___. 
Ilk 

33,5 
64,5 
77,8 
36,9 
46,6 
25,5 
45,4 
3 i ,4  
41,6 
28,2 
40,i 
51,; 
5 4 3  

33 , i  
52,o 
33,s 
i 1 , O  
33,2 
55,3 
40,2 
55,5 
30,8 
60 
71,4 
78.1 
55,O 

.- 

Yk 
[g/oni3] 

0,311 
0,30 
0,524 
O,i42 
0,162 
0,23i 
0,233 
0,264 
0,291 

0,314 
0 3 3  

- 

- 

0,576 
0,2iI 

0,514 
0,297 
0,52 
0,234 
0,243 

- 

- 
- 

0,323 
0,441 
- 

schen -60 und +3OoC zu bestimmen. Es wird also eine erheb- 
licfie Extrapolation uber den normalen Siedepunkt hinaus ver- 
langt. 

Wir berechnen aus den gegebenen Me5daten in  der  oben ge- 
schilderten Weise zunachst die kritischen GroBen zu  Tk = 413OK, 
pk = 40,8 Atm; ak = 6,85 und yk = 0,447 g/cm3. Da keine MeD- 
ergebnisse vorliegen, schatzen wir diese Werte  zur Kontrolle 
auch nach den vom Verfasser 14 vorgeschlagenen additiven Ver- 
fahren ab. Damit erhalt man Ts/Tk = 0,636 und vmpk = 1,57. 
woraus sich Tk = 415OK und pk = 40,8 Atm ergibt. Fur das 
kritische Volumen liefert schlieBlich Teil 11, Tab. 10 den Wert  
220 cmJ/Mol, was einer kritischen Dichte von 0,457 g/cm3 ent- 
spricht. Die fast genaue Wbereinstimmung fur Tk und pk ist als 
zufallig anzusehen, d a  die angewandten Additivitatsbeziebungen 
gerade fur derartige Halogenide z. T. nur schlecht erfullt sind. 
Da wir hier die kritischen Daten nur als Zwischenwerte zur Be- 
redmung der Dampftafel im Bereich niedriger Temperaturen 
brauchen, ist es im Sinne unserer obigen Ausfiihrungen auf jeden 
Fall zwe&ma5iger, die zuerst berechneten Werte zu benutzen. 

Diese liefern mittels Teil I (Tab. 1 und 2), Teil 11 (Tab. 1) und 
Teil I11 (Tab. 1 und 3) ohne Schwierigkeit die in  Tab. 3 ange- 
gebenen Werte fur den Dampfdrudc, die Verdampfungswarme 
und di,e Sattigungsvolumina bei 4 0 ;  -30; 0 und +3OoC. 
Darunter stehen jeweils die vom Verfasser seinerzeit auf Grund 
direkter Messungen bestimmten Werte. Die Abweichungen liegen 
bei allen GroOen fast innerhalb der MeBgenauigkeit und sind auf 
jeden Fall fur tecbnische Zwecke belanglos. 

T a b e l l e  3. B e r e c h n e t e  b z w .  g e m e s s e n e  W e r t e  
von CH, . CF,CI fur den Dampfdruck p ,  die Verdampfungswarme 
r und die Sattigungsvolumina der Flussigkeit und des Dampfes 

v' bzw. v" in Abhanqiqkeit von der Temperatur 

r berechnet I (kcal/kg] gemessen 

berechnet 
[ms/kg] gemessen 
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60 65 70 75 80 - eK 
Bild 1. 8, in Abhangigkeit von ak und lg pk Bild 2. TIoo/T, und lg (T,/Vs) in Abhangigkeit von uk und lg pk 

Bild 3. TIO/Ts und lg (T,/VO) in Abhangigkeit von uk und lgpk  Bild 4. W,/T,  und Y = Ig (lOP/T23/1*) in Abhangigkeit von ak 
m d  1g Pk 
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Ein graphisches Verfahren zur Bestimmung der kritischen 
Daten 

Das geschilderte Rechenverfahren ist zu empfehlen, 
wenn genaue Dampfdruckmessungen vorliegen, auf die 
man sich unbedingt verlassen kann. Es ist jedoch dann 
etwas umstandlich, wenn man von vornherein auch an- 
dere Eigenschaften zur Berechnung der kritischen Daten 
berudcsichtigen mochte. In solchen Fallen kann das in 
diesem Abschnitt geschilderte graphische Verfahren ge- 
wisse Vorteile bieten. 

Da sich das kritische Volumen mittels G1. (3) aus 
T k ,  pk und ak berechnen laRt, konnen wir diese drei 
GroRen als die gesuchten Unbekannten ansehen. Nimmt 
man an, da5 fur alle zu betrachtenden Stoffe der normale 
Siedepunkt T ,  genau bekannt sei, so laRt sich statt T k  
auch die Guldbergsche GroRe 8, = T,dTk einfiihren. Damit 
gewinnt man den Vorteil, daR nun zwischen den drei 
GroRen 9,, pk und ak eine Beziehung besteht, die nach 
Teil I im allgemeinen zur Bestimmung von ak dient. 
Somit bleiben nur noch ak und pk als unabhangige Unbe- 
kannte ubrig. In einem (ak,pk)-Diagramm wird also der 
kritische Zustand jedes Stoffes durch einen Punkt dar- 
gestellt, und es  ist unsere Aufgabe, diesen Punkt auf 
Grund gewisser gemessener oder berechneter GroRen 
zu ermitteln. 

Wenn eine solche GroRe (wie beispielsweise 6,) nur 
von ak und pk abhangt, so laRt sie sich in einem (ak, p k ) -  
Diagramm als Kurvenschar darstellen, und wenn ihr Zah- 
lenwert fur einen Stoff bekannt ist, so muD der gesuchte 
Punkt auf der entsprechenden Kurve dieser Schar liegen. 
Kennt man auch noch eine andere derartige GroRe, so 
erhalt man zwei Kurven, deren Schnittpunkt die gesuchten 
Werte von ak und pk (und damit weiter auch die andern 
kritischen Daten) liefert. 

In Bild 1 ist der Zusammenhang zwischen 6,, ak und pk 
gema6 unserer Danipfdruckgleichung (Teil I) in einem 
solchen Diagramm dargestellt. Dabei ergibt sich eine Schar 
schrag liegender Geraden, die jeweils einem bestimmten 
Wert von 6, entsprechen. Bild 2 enthalt in genau dem- 
selben Diagramm, das ebenso wie Bild 1 von ak = 5,8 bis 
8,2 und lg p k  = 1,2 bis 2,O reicht, die Kurvenscharen fur 
zwei weitere, nur von ak und p k  abhangige GroRen. Wenn 
man die zu dem Dampfdruck von 100 mm Hg gehorige 
Siedetemperatur mit TlOo bezeichnet, so hangt qO0= 100/pk 
eindeutig von 8,o0 = T,OO/Tk und ak ab. Damit wird auch 
die in Bild 2 dargestellte GroDe Tlo0JT, = 6,00/8,, ebenso 
wie 6,, eine Funktion von pk und a k  DaR sich auch die 
GroRe lg(T,/V,), in welher  V, das Molvolumen der 
Flussigkeit am normalen Siedepunkt bezeichnet, in einem 
solchen Diagramm als Kurvenshar darstellen laRt, folgt 
sofort aus der Tatsache, daR der dimensionslose Ausdruck 
RT,/psV, ( R  universelle Gaskonstante, p s  = 760 mm Hg) 
eine Funktion von 8, und ak sein mu8, wobei wiederum 
8, von pk und ak abhangt. 

Bild 3 enthalt die analogen GroRen Tlo/T, und lg (TJVo), 
worin V,, das Nullpunktsvolumen der Flussigkeit bezeich- 
net. In Bild 4 findet man schlieRlich die ,,Troutonsche 
Konstante", d. h. die Verdampfungsentropie beim norma- 
len Siedepunkt, die durch Division durch R ebenfalls 
dimensionslos wird und somit auch nur von 6, und ak 
(bzw. von ak und p k )  abhangt. Die zweite Kurvenschar in 
Bild 4 stellt die GroRe Y = lg (10 PIT,13/12) dar, in der P 
den Parachor bezeichnet. Fur das Verhaltnis P/T,13/12 erhalt 
man mittels Teil IV, G1. (3) und (4) durch Elimination von 
m(, folgenden Ausdruck: 

Da Vo4T, von it., und ak abhangt, gilt dies fur die ganze 
rechte Seite, und damit wird auch Y eine Funktion von 
ak und p k  Auf die z. T. etwas miihsame Berechnung der 
Diagramme mit Hilfe unserer Formeln und Tabellen sol1 
hier nicht naher eingegangen werden. Ihre Anwendung 
sei an folgendem Beispiel mit Hilfe von Bild 5 erlautert. 

Die Aufgabe lautet, fur Tetrachlorathylen, C,C14, auf Grund 
verschiedener vorliegender MeBergebnisse die wahrscheinlich- 
sten Werte fur die kritischen GroDen zu ermitteln. Ohne die 
Heranziehung von MeRdaten erhalten wir zunachst auf Grund 
der vom Verfas~er1~5) angegebenen Additivitatsbeziehungen fur 
C,C14 folgende Werte, denen man allerdings gerade bei der- 
artigen Stoffen keine gro5e Genauigkeit zuschreiben darf: 
6, = 0,632 und I/M/pk = 2,Ol. Mit dem Molekulargewicht 
M = 16.58 wird pk = 41,O Atm und lg pk = 1,613. Wir legen 
nun ZweckmCBigerweise ein Blatt Pauspapies auf Bild 1 und 
markieren zunachst die Edren des Diagramms. Dann tragen wir 
die diesen Werten fur 6, und lg pk entsprechenden Geraden 
ein (in Bild 5 ges'trichelt). 

In dem schon mehrfach zitierten Werk von Timmermans*) 
findet man fur den normalen Siedepunkt: t,= 121,2 ' C  = 394,4 OK 
und die Flussigkeitsdichte: 1,65582 g/cm3 bei O°C sowie 
1,60640 g/cmS bei 3OCC. Aus diesen beiden Werten berechnen 
wir den dimensionslosen Ausdehnungskoeffizienten T d y l y d T  = 
0,291 und entnehmen aus Teil 11, Tab. 7 die dazugehorige redu- 
zierte Temperatur: 6 = 0,475, woraus si& fur die kritische 
Temperatur der Wert Tk = 288,2/0,4?5 = 607OK ergibt. Daraus 
folgt weiter: 6, = 394,4/60? = 0,650, also ein von dem additiv 
berechneten erheblich verschiedener Wert, der erkennen lafit, 
daB es auf jeden Fall bedenklich ist, sich nur auf ein derartiges 
Abschatzungsverfahren zu stutzen. Wir tragen auch die diesem 
Wert entsprechende Gerade mittels Bild 1 auf dem Pauspapier 
ein (in Bild 5 ebenfalls gestrichelt) und durfen mit einer gewis- 
sen Wahrscheinlichkeit erwarten, daD der gesuchte Punkt in dem 
von den b'eiden Geraden 8, = 0,632 bzw. 0,650 begrenzten 
Streifen liegen wird. 

Weiter beredmen wir aus der Oberflachenspmnung 0 = 31,27 
dyn/cm bei 3OoC den Parachor zu P=Mo1/4/y=165,8~ 2,365/1,6064 
: 244. Damit wird Y = 1 f lg P- 1,083 lg T, = 0,575. Wir 
legen nun das Pauspapier exakt auf das Diagramm in Bild 4 

r / I  

___ 

Ezm 
Bild 5. Graphische Bestimmung der kritischen Daten 

von Tetrachlorathylen 

und tragen die diesem Y-Wert entsprechende Kurve ein (Bild 5), 
die einen weiteren geometrischen Ort fur den gesuchten Punkt 
bildet. Wenn kein zuverlassiger Me5wert fur a vorliegt, kann 
man den Parachor auch additiv berechnen. Man uberzeugt sich 
leicht, daB ein Fehler in P auf die Lage der entsprechenden 
Kurven nur geringen EinfluB hat. 

ZweckmaDiger durfte es allerdings aein, in diesem Falle statt 
Y die GroDe lg  (Ts/VO) abzuschatzen. Man kann Vo mittels 
Teil 11, Tab. 1 aus einem MeBwert fur die Flussigkeitsdichte 
b e r e h e n ,  wenn die zugehorige reduzierte Temperatur 6, also 
auch T k ,  bekannt ist. Aus dem additiv bestimmten Wert 
6, = 0,632 ergibt sich Tk = 624 "K, wahrend der Ausdehnungs- 
koeffizient auf Tk = 607 OK fuhrte. Um einen Anhaltspunkt 
fur den durch diese Unsicherheit bedingten Fehler zu gewinnen, 
berechnen wir Vo aus dem Dichtewert y = 1,6064 g/cms fur 
30 'C unter Zugrund'elegung beider Tk-Werte, indem wir zu- 
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nachst die entsprechenden reduzierten Temperaturen bilden und 
zu dimesen nach Teil 11, Tab. 1 die Werte von y /yo  entnehmen. 
Damit ergibt sich yo und Vo = M/y ,  = 81,4 bzw. 80,8cmS/Mol. 
Fur lg (T,/VO) erhalten wir schlie5lich die nahezu ubereinstim- 
menden Werte 0,685 bzw. 0,689, die mittels Bild 3 praktisch die 
gleicl-re Kurve liefern. Diese fallt, wie Bild 5 zeigt, fast rnit 
der Y-Kurve zusammen, weshalb es keinen Vorteil bietet, beide 
Kurven einzutragen, es sei denn, daD man damit eine gewisse 
Kontrolle gegeniiber unzuverlassigen MeBwerten oder Rechen- 
fehlern bat. 

Sehr wesentlich ist dagegen no& die Auswertung von Dampt- 
drudcmessungen oder Angaben iiber die damit zusammenhan- 
gende Verdampfungswarme. Nach Stulle) liegen die zu Drucken 
van 10 und 100 mm Hg gehorigen Siedebemperaturen fur diesen 
Stoff bei 13,8 bzw. 61,3 OC, woraus sich Tlo/Ts = 0,728 und 
TI,,@', = 0,848 ergibt. Fur die Verdampfungswarme am Siede- 
punkt wird der Wert 8,30 kcaI/Mol angegeben'). Damit erhailt 
man fur die Troutonsche Konstante W,/T, = 21,O cal/Mol OC. 
Mik Hilfe von Bild 2, 3 und 4 tragen wir auch die zu diesen 
Werten gehorigen Kurven auf dem Pauspapier ein. Bild 5 zeigt, 
da5 alle benutzten MeDdaten zu dem gleichen Schnittpunkt 
fuhren, dem nach Bild 1 (angedeutet in Bild 5) folgende Werte 
entsprechen: ak = 7,OO; lg pk = 1,645 und 8, = 0,640. Damit 
wird pk = 44,2 Atm und Tk = 616'K. 

Dieses graphische Verfahren besitzt den groRen Vor- 
teil, daR man ein anschauliches Bild von der Zuverlassig- 
keit der Ergebnisse bekommt. Haufig werden sich die ver- 
schiedenen Kurven nicht in einem Punkt schneiden, son- 
dern ein mehr oder weniger ausgedehntes Gebiet liefern, 
aus dem sich die wahrscheinlichen Fehlergrenzen der ein- 

zelnen GroRen ablesen lassen. Nachteilig ist hauptsach- 
lich, daR man die Siedetemperaturen fur 10 oder 100 mm Hg 
kennen muR, wofur im allgemeinen keine direkten MeR- 
ergebnisse vorliegen. Die umfangreichen, durch Interpola- 
tion und graphischen Ausgleich der MeRwerte gewonne- 
nenTabellen von D. R. SfuW) entsprechen leider haufig 
den fur diese Zwecke zu stellenden Genauigkeitsanforde- 
rungen nicht ganz. Es empfiehlt sich daher im allgemei- 
nen, die mit Hilfe des graphischen Verfahrens gewonne- 
nen Ergebnisse z u  priifen, indem man damit einige Dampf- 
drucke berechnet, fur die unmittelbare sorgfaltige Mes- 
sungen vorliegen. Eingeg. 28. April 1955 [B 6481 
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Wiirmeubergang in laminarer Stromung mit Reibungswarme*) 
V o n  Dr.-Ing. U. GRIGULL, Farbenfabriken Bayer AG., Leverkusen 

Fur die laminare Kanalstromung lassen sich bekanntlich die Differentialgleichungen soweit vereinfachen, 
daO sie fur einige Falle in geschlossener Form losbar sind. Das bekanntesie Beispiel ist die H a g e n - 
P o i s e u i I I e sche Gleichung. Aber auch f u r  die Warmeubertragung existieren einige geschlossene 

Ausdrucke. Im folgenden werden derartige Losungen fur Stromungen rnit Reibung abgeleitet. 

Die E n e r g i e g 1 e i c h u n g fur die ausgebildete 
laminare Rohrstromung mit konstanten Stoffwerten 
lautet 

wenn, wie ublich, a29/3x2 gegen das vie1 groBere &%W 
vernachlassigt wird. Zu GI. (1) tritt no& die G e - 
s c h w i n d i g k e i t s v e r t e i l u n g  

Hat die Rohrwandtemperatur bei x = 0 einen Sprung 
und ist im iibrigen konstant, so haben wir das von Graetz 
und NuUeIt behandelte Problem vor uns. Obwohl die 
Temperaturverteilung fur alle x > 0 von x abhangt, strebt 
die NuBelf-Zahl einem Endwert (3,65) zu. 

Eine sehr einfache L o s u n g entsteht, wenn %/a x = A  
= const gesetzt wird. Das bedeutet, daR aus der partiellen 
Differentialgleichung [Gl. ( l ) ]  eine gewohnliche wird, die 
dem Losungsansatz 

(2) 
entspricht. Die Temperaturverteilung 8 J r )  ist unabhangig 
von x und ergibt die ebenfalls von x unabhangige NuOelt- 
Zahl') Nu = 48/11 = 4,364, die sich im Gegensatz zum 
Graetz-NuBelt-Problem in gesdlossener Form ausrechnen 
1aRt. Die Annahme a26//axp = 0 ist fur diesen Fall korrekt. 

Die Moglichkeiten einer geschlossenen Losung von 
G1. (1) durch den Ansatz nach G1. (2) werden offenbar 
dadurch nicht gefahrdet, daR zu der rechten Seite von 

*) Vorgetragen auf der intewen Arbeitssitzung des Ausschus- 
s,es I Wiirmeaustawscher und Verdampfer" der VDI-Fachgruppe 
Verfahrenshechnik am 25. April 1955 in Bad Homburg; vgl. diew 
Ztschr. 27, 436 (19551. 

8 = Ax + 8 J r )  

GI. ( I )  weitere Funktionen von r hinzugefugt werden, 
solange sich diese Funktionen integrieren lassen. Das ist 
aber z. B. f i i r  den Ausdruck 7 (dw/dr)* der Fall, der in 
ausgebildeter rotationssymmetrischer Stromung als ein- 
ziger aus der Dissipationsfunktion ubrigbleibt. Demnach 
lautet die Energiegleichung rnit Berucksichtigung der 
Reibungswarme fur das Kreisrohr 
2 w A  d'8 1 d 8  16 WZ1 r2 

In dieser Gleichung ist der Losungsansatz nach G1. (2) 
benutzt, wobei 6 fur 6, geschrieben werden soll, da  wir 
uns im folgenden nur noch rnit den von der Rohrlange x 
unabhangigen Temperaturverteilungen beschaftigen wol- 
len. Ferner wird die Temperaturleitzahl a = J/c@ verwen- 
det und die parabolische Geschwindigkeitsverteilung nach 
GI. (la) eingesetzt. 

Losungen fiir das Kreisrohr 
Durch diese einleitenden Betradtungen, die die Mog- 

lichkei ten geschlossener Losungen demonstrieren sollten, 
haben wir in GI. (3) bereits die Ausgangsgleichung fur 
das Kreisrohr bereitgestellt. Setzt man die Temperatur 
der Rohrwand gleich Null (8 = 0 fur r = R) und beruck- 
sichtigt, daR in der Rohrachse ( r  = 0) eine endliche Tem- 
peratur herrschen muR, so lautet die Losung von G1. (3) 

I--- =---- + - ---+ a ( c2 ) dr2 r dr  A R4 (3)' 

Darin sind die Abkurzungen 

verwendet. Die durch die Reibungswarme herruhrende 
Temperaturverteilung 3 C (1 - r4/R4) uberlagert sich dem 
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